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1 INTRODUCTION

En raison des difficultés expérimentales liées aux sollicitations de type choc (fortes vitesses de défor-
mation, hautes pressions, grandes transformations) un effort a été entrepris pour mieux comprendre et
mieux prévoir le comportement et la rupture des métaux sous sollicitations extrêmes. Une modélisation
fine du comportement a été proposée pour nourrir les simulations "mésoscopiques", pour lesquelles les
échelles de temps et d’espace ont été réduites au strict minimum, au profit de la résolution spatiale.
Ces simulations à grand nombre de mailles et utilisant les meilleurs modèles disponibles, permettent
par exemple de mieux comprendre l’apparition de structurescomplexes et hiérarchisées, ou d’analy-
ser l’influence d’une caractéristique microstructurale (par exemple la texture d’un polycristal) sur le
comportement.

Parmi les mécanismes responsables d’une déformation irréversible, la plasticité et les changements de
phases solide-solide jouent un rôle central, objet des modélisations décrites dans cet article.

Le premier mécanisme est causé par le mouvement de dislocations, lignes de défaut du cristal, qui
glissent dans des directions et suivant des plans bien définis et contraints par la cristallographie. La
vitesse de ces lignes peut dépendre de nombreux paramètres,comme la contrainte appliquée, le type
du cristal considéré, la température, mais également son histoire. Le second mécanisme – les change-
ments de phase solide-solide ou martensitiques – permet de grandes déformations de la matière, par
mouvement coordonné (quelques fois appelé "militaire") d’ungrand nombre d’atomes.

Ces deux mécanismes (plasticité et transformation de phase)interviennent lors de déformation de mé-
taux, soit de façon concurrente (l’activation de la plasticité peut par exemple inhiber une transformation
martensitique induite par la contrainte), soit de façon complémentaire (l’apparition de plaquettes d’une
nouvelle phase est plus facile si elle est accompagnée d’unedéformation plastique). Le développement
d’un modèle fusionnant ces deux approches est une étape cruciale pour la modélisation des métaux.

Comme pour la plasticité, la cinétique des transformations martensitiques et les déformations résul-
tantes sont intimement liée à la cristallographie, à la température, au paysage énergétique traversé, etc.
Lors d’un changement de phase, plusieurs "variants" (même structure cristallographique, mais orien-
tation différente) d’une même phase peuvent être créés simultanément (jusqu’à 24). L’existence de ces
nombreux variants, qui ne diffèrent entre eux que par une opération de symétrie, sont une des raisons
de la complexité de la modélisation des transitions de phasemartensitiques. Enfin, pour de nombreux
matériaux, de nombreuses phases cristallographiques doivent être considérées, entrainant une multi-
plication de ces variants. Dans la modélisation que nous proposons, une représentation originale du
potentiel à minimiser, à l’aide d’un squelette appelé arbredes réactions, permet la prise en compte de
plusieurs centaines de variants. Une attention particulière a été portée à la prise en compte de l’élas-
ticité anisotrope et des variations de raideur lors des transitions, indispensable à la restitution précise
des expériences de choc.

Ces modélisations, développées dans un cadre multiéchelle,sont très consommatrices de temps cal-
cul pour deux raisons. Premièrement, le développement dansun cadre multiéchelle conduit à de forts
couplages avec l’échelle de la structure électronique et donc à des calculs ab initio coûteux, souvent
réalisés en balayant un ou plusieurs paramètres (par exemple la pression, un paramètre de maille, etc).

1



Ensuite, ces modélisations, conçues pour être représentatives de la matière à une échelle mésosco-
piques (entre l’échelle atomique et le grain cristallin), doivent permettre la modélisation de la matière
à l’échelle de plusieurs grains, et donc en pratique sur plusieurs millions de mailles.

Ce qui est abordé dans cet article.La plupart des modélisations reposent sur une séparation del’énergie
en une part élastique une part d’énergie chimique (ou inélastique) :

ψ(F ,Ft) = ψe(F ,Ee) + ψt(Ft) (1)

avec l’énergie élastiqueψe(F ,Ee) dépendant des déformations élastiquesEe et l’énergie inélastique
ψt(Ft) fonction de la distorsion transformationnelleFt (déformation imputable aux changements de
phase). Dans cette représentation, l’énergie élastique dépend également de la déformation totaleF via
la variation des modules d’élasticité. La difficulté essentielle pour représenter les transitions de phases
avec de nombreux variants est de définir un potentielψt(Ft) possédant de très nombreux puits (autant
que de variants, donc souvent plusieurs centaines) dans un espace de dimension élevé (R

6 ou R
9). La

définition d’un tel potentiel est l’objet principal de cet article.

Ce qui n’est pas abordé dans cet article.La dépendance des modules élastiques à la déformation totale
permet d’introduire les équations d’état froides dans le formalisme (dépendance des modules à la va-
riation de volumeV/V0). Cette méthode devient ainsi compatible avec les sollicitations de choc. Nous
n’aborderons pas également la transition d’échelle permettant de définir l’énergie chimique d’un calcul
microscopique (par exemple ab initio). Nous supposerons donc simplement cette énergie connue pour
une transformation donnée. Le couplage avec la plasticité est obtenu en supposant que la déformation
totale se décompose de la façon suivante :

F = Fe·Ft·Fp (2)

avecFe la distorsion élastique, etFp la déformation plastique. Le cadre thermodynamique de ce
couplage ainsi que les lois d’évolution deFp ne sera pas abordé ici.

Nous commencerons par la définition de l’arbre des chemins deréaction, en prenant pour exemple
une transformation simple (réseau carré vers hexagonal). Nous définirons ensuite l’énergie pour un
chemin, puis pour un ensemble de chemins. Un exemple final permettra de mettre en lumière quelques
caractéristiques des transformations martensitiques impliquant un grands nombre de phases stables.
L’essentiel des relations décrites ont été proposées par Denoual et al. (2010).

2 Notations

A : B = AijBij Produit scalaire

|A| = (A : A)
1

2 Norme de Frobenius
T Distorsion le long d’un chemin
F Distorsion totale
Ft Distorsion transformationnelle
Fe Distorsion élastique
X Un vecteur dans le référentiel initial
x Un vecteur dans le référentiel déformé
b
a
A, b

a
A

t, b
a
A

−t Transformation vers une phase ‘b’ (dans
le référentiel ‘a’), sa transposée et
transposée inverse.

a
A Distorsion transformationnelle d’une phase ‘a’

dans le référentiel du labo.

Les doubles contractions précèdent les contraction simples :A : B ·C = (A : B)·C).
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3 ARBRE DES CHEMINS

3.1 Création de l’arbre des réactions

Les distorsions sont habituellement exprimées dans le référentiel de référence. Cependant, les distor-
sions transformationnelles sont souvent données de façon incrémentale, en définissant les nouvelles
phases relativement à la précédente phase stable. Nous définissions la transformationaT qui déplace
le réseau de Bravais depuis le réseau original{e1,e2,e3} vers le réseau déformé (ou variant) du cristal
‘a’ {e′

1,e
′
2,e

′
3}a :

e
′
i = a

T ·ei (3)

avec les exposants indiquant la phase d’arrivée. Une seconde déformation incrémentale transformera
la phase ‘a’ en une phase ‘b’, notéeb

a
T :

e
′′
i = b

a
T ·e′

i , (4)

avec l’indice ‘a’ indiquant le référentiel de départ et ‘b’ la phase d’arrivée. Ainsi,b
a
T représente une

distorsion définie relativement à la phase ‘a’ qui transforme le réseau de Bravais de ‘a’ dans le référen-
tiel de la phase ‘b’. En notantbT la même distorsion depuis le référentiel du laboratoire vers la phase
‘b’, nous tirons des éqns. (3, 4)

b
a
T = b

T · a
T

−1 . (5)

Cette distorsion relative est le composant essentiel de l’arbre des chemins de réaction, décrit ci-après.

En raison des symétries cristallines, un groupe de rotations {1
a
R,..., n

a
R} (groupe ponctuel de rota-

tion, GP) laisse invariant le réseau cristallin. Par exemple, un réseau carré sera laissé invariant par
des rotations de 90o, 180o, etc. Les indices de gauches indiquent la phase de référence(ici ‘a’), et les
exposants gauches le numéro de la phase. L’invariance de l’énergie relativement aux rotations du GP
implique que les distorsions des variants ‘bi’ peuvent êtreengendrés par la rotation d’une distorsion
représentativeb1

a
T :

bi
a
T = i

a
R

t · b1
a
T · i

a
R , (6)

avec l’exposant de gauche ‘bi’ indiquant quebi
a
T se termine sur le variantith. Les distorsions de départ

et d’arrivée sont exprimées dans le référentiel du labo (voir éqn. (5)) :

bi
T = i

a
R

t · b
T · a

T
−1 · i

a
R · a

T . (7)

Dans la plupart des cas, les GP des phases partagent de nombreuses rotations, laissant ainsi inchangées
les distorsions (précisément : pour de nombreuxi

a
R, on a bi

T = b1
T ). Le nombre de nouvelles

phasesbi
a
T produites est donc égale au nombre de rotations de la phase mère qui n’est pas dans le GP

de la phase fille. L’ensemble des rotations du GP{ 1
bi

R · · · j
bi

R · · · n
bi

R} des phases ainsi dupliquées
‘bi’ doivent également être exprimées dans le repère du nouveau chemin :

j
bi

R = i
a
R

t · j
b1

R · i
a
R (8)

Les équations (7, 8), utilisées récursivement, engendre unensemble non borné de variants et de groupes
ponctuels de rotations. Un exemple d’une telle construction est proposée en section (3.3).

Nous définissons un chemin comme l’ensemble des déformations permettant une déformation continue
entre des phases stables ou métastables, définies par leur distorsion dans le repère de référence. De
nombreuses études ont été proposées pour déterminer précisément la forme de ces chemins (voir par
exemple Caspersen and Carter (2005) pour une méthode permettant de définir ces chemins ou Dupe
et al. (2013) pour une analyse des chemins de transitionα − ǫ dans le fer). Gardant en mémoire notre
objectif d’utiliser un grand nombre de chemins de réaction,nous considérons une interpolation linéaire
entre distorsions comme approximation du chemin :

ab
T̂ (s) =

(
1 − s

sab

)
a
T + s

sab

b
T (9)
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FIG. 1 – Représentation de l’arbre des réactions pour les 5 premiers cycles d’une transformation carré
⇋ hexa. Droite : représentation de 4 arrangements atomiques (phase initiale ‘S0’ et 3 variants ‘h1’,
‘s1’, et ‘h2’).

avecs entre 0 etsab =
∣∣b

T − a
T

∣∣ et les exposants de gauchesa et b distinguant les phases de départ
et d’arrivée. Le chapeau sera utilisé par la suite pour définir les variables exprimées sur ce chemin.
Comme pour les notations précédentes,ab

T̂ (s) représente l’évolution progressive depuis la phase ‘a’
jusqu’à la phase ‘b’ dans le référentiel du laboratoire, sans indice gauche.

3.2 Arbre des élongations

Les tenseursabT sont non-symétriques en général et peuvent être séparés en élongation et rotation par
une décomposition polaire :abT = R· ab

U . La rotationR, que nous considérons après l’élongation
ab

U , permet de distinguer des variants d’orientation différente mais ayant subit la même déformation.
L’évolution des phases est un processus dissipatif obtenu par l’évolution Ft le long des chemins de
l’arbre. Nous faisons l’hypothèse que cette dissipation n’est pas couplée avec les rotations, c-à-d que
Ḟt est symétrique. Ceci peut être garanti en construisant l’arbre à partir des distorsionsabÛ (s) :

ab
T̂ (s) = ab

Û (s)·R(s) (10)

avec ab
Û (s) l’élongation deab

T̂ (s) et R(s) sa rotation. UtiliserabÛ (s) pour les chemins au lieu

de ab
T̂ (s) retire toutes les rotations dėFt. Dans ce qui suit, nous ne considérerons que les chemins

construits sur des élongations.

3.3 Exemple d’arbre : la transition école carré/hexa

Nous considérons à titre d’exemple la transition école d’unarrangement 2D d’atomes, depuis un réseau
carré vers un réseau hexagonal (Fig. 1). La distorsion associée est une combinaison de cisaillement
simple et d’élongation, à surface constante (l’exposant ‘h’ indique la phase hexagonale) :

h
T =

√
2√
3

[
1 1

2

0
√

3
2

]
. (11)

Un sous-ensemble des GP de rotations est{z90o

,z180o

,z270o

} pour le réseau carré et{ z60o

, z120o

,
z180o

, z240o

, z300o

} pour la phase hexagonale. Ce sous-ensemble est dupliqué et tourné en utilisant
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l’éqn. (8), de même que l’ensemble des distorsions (ou chemin) conduisant à cette transformation
’carré’ vers ‘hexa’ (noté ‘ch’) :

ch
Û (s) =

(
1 − s

sch

)
I + s

sch U
h . (12)

Pour représenter ces chemins sur un graphe à 2 dimensions (Fig. (1)), nous définissons les coordonnées
x ety :

x = ch
Û (s) :

[
0 1
−1 0

]
(13)

y = ch
Û (s) :

[
0 1
1 0

]
(14)

L’arbre engendré par le cycle des transformations et réversions est un graph simple sans cycle : tous
les variants “feuilles” sont le produit d’un seul ensemble de transformations intermédiaires. Dans le
paragraphe suivant, nous définissons le potentiel construit sur cet arbre.

4 DÉFINITION D’ UN POTENTIEL

Dans la figure (1), les phases stables sont représentées par des connexions et les chemins comme des
lignes reliant ces noeuds. Dans cette section, nous définissons un paysage énergétique valable pour
toutes les déformations possibles, en utilisant ce squelette. Pour cette construction, nous posons que
l’arbre représente les états d’énergie minimale du système, pour les phases stables ou métastables.
Quand une distorsionFt ne tombe pas sur cet arbre, une énergie supplémentaire est ajoutée. Cette
définition pour un chemin est ensuite étendue à un ensemble dechemins, par une opération comparable
à une interpolation. Bien que les chemins soit définis sur des élongations (U ), nous construirons ce
potentiel surF pour garder la généralité de l’approche.

4.1 Distance d’un chemin

Nous définissons la distancedab d’un chemin liant la phase ‘a’ à la phase ‘b’ à une distorsionF comme

dab(F ) = min
s⊥∈[0 sab]

∣∣∣F − ab
T̂ (s)

∣∣∣ (15)

avecs⊥ l’abscisse le long du chemin qui minimise la distance. L’arguments⊥ s’obtient en posant
∂dab/∂s = 0 pours ∈ [0 sab]. Pour cela, il est pratique de définir l’abscisses∞ qui minimisedab(s) >
0 pour un chemin infini, c-à-d, avecs ∈] −∞ ; ∞[ :

s∞ = ∆ :
(
F − a

T
)
. (16)

On nomme∆ = ∂ ab
T̂ (s)/∂s =

(
b
T − a

T
)
/sab la direction normaliée du chemin (

∣∣ ∆
∣∣ = 1). Puis

on définis⊥ comme la restrictions∞ à l’intervalle[0, sab] :





s∞ < 0 : s⊥ = 0
s∞ ∈ [0, sab] : s⊥ = s∞

s∞ > sab : s⊥ = sab
(17)

Cette définition dedab est celle d’une distance Euclidienne d’un point à un segmentdansR9.

La dérivation dedab relativement aux déformations totalesF définit la normaleN au chemin (on
notera ques⊥ est une fonction deF ) :

N =
∂dab

∂F
=

1

dab

[
F − T̂ (s⊥)

]
. (18)

Notons ques⊥ est limité à l’intervalle[0, sab], les iso-d surfaces sont donc arrondies aux deux extrémi-
tés du chemin. Une représentation schématique∆, N est proposée en fig. (2). Pours ∈ [0 sab], nous
pouvons vérifier queN : ∆ = 0, c-à-d les directions des normales et de la direction de chemin sont
orthogonales.
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FIG. 2 – Représentation du tenseur de direction∆, du tenseur normalN , et du cheminab
T̂ (s) dans

l’espace des distorsions. Gauche : quands⊥ est dans[0 sab], la normaleN est orthogonale à∆ car
nous avons∆ : N = 0. Droite : aux extrémités, les iso-distances sont des sphères.
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FIG. 3 – Fonctions de poidsw1, w2, w3 représentées comme des composantes rouge-verte-bleue. De
gauche à droite, en haut : fonction de poids pour différents exposantsn, en bas : les mêmes fonctions
pour trois points équi-distants.

4.2 Extrapolation de l’énergie inélastique autour d’un chemin

Dans les sections précédentes, l’énergie inélastique est définie sur un chemin, c’est à dire pourFt =
Ft(s). Nous étendons la définition deψab

t (s) à tout l’espace des transformations en ajoutant une énergie
proportionnelle à la distance au chemin :

ψab
t (Ft) = ψab

t [s (Ft)] + σdab (Ft) (19)

avecdab (Ft) la distance au chemin ‘ab’,s (Ft) l’abscisse qui minimise la distance entreFt et le
chemin, etσ un scalaire. Le paramètreσ, comparable à une contrainte à appliquer pour quitter le
chemin, est un paramètre phénoménologique de l’énergie inélastiqueψab

t (Ft).

4.3 Interpolation d’un ensemble de chemins

Une transition entre deux chemins (par exemple entre deux feuilles de l’arbre représenté en Fig. (1))
peut être observé lors du mouvement de l’interface entre variants non-directement reliés par un chemin.
Dans cette section, nous définissons le potentiel d’énergieinélastiqueψt(Ft) comme une interpolation
des potentiels de cheminsψk

t (Ft).
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FIG. 4 – Gauche : paysage énergétiqueψt(Ft), chemins (lignes blanches) et phases stables (points
rouges) avecσ = 1TPa et n = 2. Droit : détail de l’énergie au voisinage des deux premièresphases
tables (les contours ne sont pas tracés dans les zones grises).

Considérant une déformationFt, nous utilisons la distancedi au chemini pour définir une partition de
l’unité :

wi(Ft) =
d−n

i (Ft)∑
k d−n

k (Ft)
(20)

avecn ≥ 0. QuandFt est proche du chemini, nous avonsdi ≈ 0, etwi = 1 et wk = 0 pourk 6= i.
Une pondération des énergiesψk

t (Ft) défini le potentiel attendu

ψt(Ft) =
∑

k

wk(Ft)ψk
t (Ft) . (21)

Pourn = 0, l’équation précédente donne une simple moyenne sur les chemins, alors qu’une valeur
infinie pourn rendψt(Ft) égale au chemin le plus proche. Dans ce dernier cas, cette partition est
comparable à une partition de Voronoi, définie sur des lignes(Aurenhammer, 1991) (voir fig. (3)). Une
valeur de1.9 a été proposée par Denoual et al. (2010) pour reproduire des calculs de dynamique molé-
culaires (pour un alliage de fer-nickel) ; cette valeur permet d’obtenir une interpolation particulièrement
douce entre les chemins.

Un exemple d’interpolation est donné en Fig. (4) pour notre transformation modèle, avec

Ft = x

[
0 1
−1 0

]
+ y

[
0 1
1 0

]
+ z

[
1 0
0 −1

]
+ I (22)

en prenantx ∈ [−6; 6], y ∈ [−6; 6] et z déterminés tels quedet(Ft) = 1.

5 EXEMPLE : TRACTION SUR UN MONOCRISTAL

Une plaque carrée de notre matériau école est soumise à une traction uniaxiale monotone. Les condi-
tions aux limites sont périodiques enx et libre eny (la déformation est imposée en modifiant les
conditions de périodicité enx). Le calcul est réalisé avec un code de type Element-free Galerkin, avec
une résolution en explicite en temps. Le caractère quasi-statique de la traction quasi-statique est ce-
pendant garanti par un chargement très lent. L’arbre des chemins de réactions contient environs 300
variants (environ 5 cycles de transformations carré→hexa→carré).
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FIG. 5 – Traction sur un monocristal (matériau école ‘carré/hexa’). L’abscisse est adimentionné par le
temps final. En haut : éprouvette avant et après le burst de transformation (B-start et B-finish) et à la fin
du calcul. La forme initiale de l’éprouvette est tracée en pointillés. Au milieu : contrainte déviatorique
en fonction du temps et évolution du nombre de variants. L’évolution de la contrainte fait apparaitre de
larges sur-contraintes (zones gris clair ‘A’) suivies par des chutes brutales (zones gris foncé, ‘B’). En
bas : L’histogramme correspondant (le mode correspondant àla phase de départ n’est pas représenté).
Jusqu’à quatre modes peuvent être séparés, correspondant àquatre niveaux de nucléation : les variants
du mode 4 ont été nucléés à partir des variants du niveau 3, etc.

Dans une première phase, la réponse est élastique (phase ‘A’, Fig.(5)). A T = 0.1, les premiers
noyaux de phase hexa apparaissent, entrainant une chute importante de la contrainte (phase ‘B’). Cette
contrainte chute jusqu’à ce que l’ensemble de la plaque soittransformée en phase hexagonale (début de
la seconde phase ‘A’, àT = 0.3). La contrainte augmente alors de nouveau, sans création denouveaux
variants, puis chute lors de la production des noyaux de réversions (variants ’carré’). La microstructure
est alors composée essentiellement de nombreux variants hexa et carré, avec des orientations variables.
Les transformations successives, qui conduisent à des déformations déviatoriques importantes, appa-
raissent sur l’histogramme de la figure (5) en bas comme de nouveaux modes (T > 0.5). On notera que
malgré une évolution sans à-coup du nombre de variants pourT > 0.5, la déformation reste modale.
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